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АННОТАЦИЯ
Актуальность. Большое разнообразие методов лечения зачастую ставит специалистов в тупик перед выбо-
ром тактики лечения пациента. Создание физико-математической модели позволило изучить биомеханику 
расширения верхней челюсти для проведения выбора правильной тактики лечения.
Материалы и методы. На основании анализа данных КТ челюстно-лицевой области разработан метод физико-
математического моделирования дистракционного остеогенеза, предназначенный для изучения биомеханики 
расширения верхней челюсти и планирования оперативного вмешательства в рамках челюстно-лицевой хирургии.
Результаты. Создана физико-математическая модель дистракционного остеогенеза, отображающая био-
механику расширения верхней челюсти при проведении дистракционного остеогенеза, что позволило пла-
нировать оперативное вмешательство и учесть риск возникновения рецидива.
Заключение. Моделирование успешно применено для совершенствования лечения трансверзальных зубоче-
люстных аномалий в детском возрасте с применением метода дистракционного остеогенеза.
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ABSTRACT
Relevance. The wide range of available treatment methods often complicates the selection of an appropriate thera-
peutic strategy. The developed physicomathematical model enabled investigation of maxillary expansion biome-
chanics and supported the selection of an appropriate treatment approach.
Materials and methods. Based on an analysis of craniofacial computed tomography (CT) data, a physicomathemati-
cal modeling method for distraction osteogenesis was developed to study the biomechanics of maxillary expansion 
and to facilitate surgical planning in maxillofacial surgery.
Results. A physicomathematical model of distraction osteogenesis was developed that simulates the biomechanics 
of maxillary expansion during the distraction process. This model supports surgical planning and enables assess-
ment of relapse risk.
Conclusion. The proposed modeling approach proved effective in optimizing treatment planning for transverse 
dentofacial anomalies in pediatric patients undergoing distraction osteogenesis.
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ВВЕДЕНИЕ 

В детском возрасте встречаемость зубочелюстных 
аномалий среди остальных патологий челюстно-ли-
цевой области колеблется от 39 до 78%, по данным 
разных авторов. Трансверзальные зубочелюстные 
аномалии занимают от 8 до 47% от всех зубоче-
люстных аномалий в разные возрастные периоды. 
Аномалии в трансверзаной плоскости чаще всего 
представлены сужением верхней челюсти, нижней 
челюсти или же обеих челюстей. Немаловажным 
фактом является то, что трансверзальные зубоче-
люстные аномалии чаще идут в сочетании с другими 
плоскостями, а сочетанные зубочелюстные анома-
лии значительно усложняют диагностику и удлиня-
ют план лечения данной группы пациентов [1, 2].

Существует много вариантов лечения трансвер-
зальных зубочелюстных аномалий, что иногда вво-
дит в ступор не только молодых врачей, но и опыт-
ных специалистов [3].

Выбор метода лечения необходимо проводить, 
опираясь на степень сужения челюсти и возраст па-
циента, а также стадию формирования срединного 
небного шва [4].

При наличии незначительного, до 5 мм, сужения 
верхней челюсти возможно проведение ортодонти-
ческого лечения с помощью брекет-системы, при 
этом расширение верхнего зубного ряда происходит 
за счет наклона зубов и удаления интактных зубов, 
увеличения трансверзальных размеров верхней че-
люсти не происходит, что не дает гарантию стабиль-
ности лечения [5, 6].

При сужении верхней челюсти более 5 мм выбор 
лечения следует производить, отталкиваясь от ста-
дии формирования срединного небного шва. Суще-
ствует пять стадий формирования срединного неб-
ного шва по доктору F. Angelieri (2013 г.) [7].

Так, на стадии формирования срединного небного 
шва А возможно расширение верхней челюсти при 
помощи ортодонтических аппаратов, здесь суще-
ствуют методики быстрого и медленного небного 
расширения, которые подбираются индивидуаль-
но в зависимости от клинического случая. На всех 
последующих стадиях рекомендовано проведение 
комбинированного ортодонто-хирургического рас-
ширения верхней челюсти [8–10].

На стадиях формирования срединного небного 
шва В и С возможно проведение лечения с использо-
ванием ортодонтического аппарата с опорой на ми-
нивинты, при этом происходит разрыв срединного 
небного шва, расширение верхней челюсти частич-
но происходит за счет увеличения трансверзальных 
размеров верхней челюсти, а также частично за счет 
наклона зубов [11–15].

Наибольшую сложность в лечении представляют 
стадии формирования срединного небного шва D и Е 
ввиду расхождения мнений о тактике лечения данной 
группы пациентов. Ряд авторов рекомендует проведе-
ние малоинвазивного лечения на ортодонтических ап-
паратах с опорой на минивинты, другая группа авторов 
придерживается применения методики хирургически 
ассоциированного расширения верхней челюсти. 

На кафедре детской челюстно-лицевой хирургии 
при лечении сужения верхней челюсти на стадиях фор-
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мирования срединного небного шва D и Е мы придер-
живаемся методики хирургически ассоциированного 
расширения верхней челюсти. Начинается лечение с 
проведения операции остеотомии верхней челюсти по 
Ле Фор 1 и срединному небному шву с использовани-
ем небного дистракционного аппарата «Конмет». На 
7 сутки после операции начинается курс дистракции, 
через 1,5 месяца начинается ортодонтическое лече-
ние, дистракционный аппарат стоит до окончания ре-
тенционного периода (4–6 месяцев) [16–23].

Для подтверждения правильности выбора мето-
дики лечения пациентов со стадией формирования 
срединного небного шва D и Е совместно с командой 
из университетов «МИРЭА – Российский технологи-
ческий университет» и «Московский физико-техни-
ческий институт (национальный исследовательский 
университет)» была создана физико-математиче-
ская модель дистракционного остеогенеза с целью 
изучения биомеханики расширения верхней челю-
сти при данной методике лечения.

Цель исследования – создание физико-математи-
ческой модели дистракционного остеогенеза для из-
учения биомеханики расширения верхней челюсти 
при методике лечения пациентов с трансверзальны-
ми зубочелюстными аномалиями.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Произведен анализ КТ челюстно-лицевой обла-
сти 30 пациентов с трансверзальными зубочелюст-
ными аномалиями, имеющих стадию формирова-
ния срединного небного шва D и Е и пролеченных 
с применением хирургически ассоциированнного 
расширения верхней челюсти на кафедре детской 
челюстно-лицевой хирургии Российского универси-
тета медицины за период с 2023 по 2024 гг. Анализи-
ровались КТ до начала лечения и через 6 месяцев по 
окончании ретенционного периода. 

Разработан метод физико-математического мо-
делирования дистракционного остеогенеза, предна-
значенный для изучения биомеханики расширения 
верхней челюсти и планирования оперативного вме-
шательства в рамках челюстно-лицевой хирургии. 

До настоящего момента все попытки проведе-
ния численного физико-математического модели-
рования дистракционного остеогенеза сводились 
к использованию распространенных пакетов типа 
Comsol, Ansys и т. п. Расчет в этих пакетах не давал 
сходства с наблюдаемым процессом остеогенеза, в 
первую очередь – ввиду невозможности учета появ-
ления новых клеток костной ткани, меняющих свои 
прочностные свойства (описываемые модулем Юнга 
и коэффициентом Пуассона), а также ввиду чрезвы-
чайной неустойчивости вычислительного процесса 
относительно начальных данных (что требует руч-
ной настройки начальных условий перед запуском 
этапа численного моделирования).

Для преодоления этих сложностей был разработан 
метод статического численного решения уравнений 
Бельтрами – Митчелла (1), обладающий высокой 
сходимостью и устойчивостью относительно возму-
щений начальных данных.

(1+ν)∇2σik+(∂2I1σ)/(∂x1 ∂x2) = 0                      (1)

Свойство устойчивости крайне важно с практиче-
ской точки зрения, потому что исходными данными 
для расчета является компьютерная томография па-
циента. В то время как данные томографии имеют 
негладкую структуру, ввиду относительно невысоко-
го разрешения современных томографов (относи-
тельно размеров образующихся клеток костной тка-
ни в области остеотомии, таким образом, идет речь о 
значительном динамическом диапазоне модельной 
системы).

РЕЗУЛЬТАТЫ

модуль расчета механических напряжений 
Первоначально был построен программный мо-

дуль расчета механических напряжений. Была рас-
смотрена квазистационарная задача с начальными 
механическими напряжениями в нулевой момент 
времени заданными на границе. Решением квази-
стационарной задачи является равновесное поло-
жение системы, сходимость к которому достигается 
итерационным методом. После достаточного коли-
чества итераций было достигнуто стационарное ре-
шение. Пример работы программного модуля расче-
та механических напряжений представлен на кубике 
костной ткани (1 056,5754 HU) 9 х 9 х 9 мм. На паре 
противоположных граней кубика вдоль оси x на-
чальными условиями были заданы параметры дав-
ления в 400 000 кПа в областях 5 на 5 мм. Данные 
давления возбуждали течение деформационного 
процесса (рис. 1а-в).

На рисунке 1 показано, что сдавливающее напря-
жение распространилось от границы, постепенно 
уравновешиваясь. Сосредоточенное в центре на-
пряжение, наблюдаемое в компонентах тензора на-
пряжений σyy и σzz, свидетельствовало о растяжении 
из центра кубика в сторону границы, что полностью 
соответствовало физическому процессу такого рода 
деформации. 

Полученное стационарное решение было верифи-
цировано с программой Comsol. Результат, получен-
ный программным модулем расчета механических 
напряжений, совпадал с результатом, полученным 
в программе Comsol, даже при достаточно гру-
бой сетке. При этом, в отличие от расчетной схемы 
Comsol-а, имеет место сильная устойчивость неза-
висимо от начальных данных и наличия в них шума. 
Этот факт позволял производить расчет напряжений 
в произвольной, сложной области, такой как, напри-
мер, челюсть человека.
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Таким образом, прошедший верификацию модуль 
позволил получить тензор механических напряже-
ний в каждой точке пространства без необходимо-
сти задания дополнительных граничный условий и 
ручного подбора сетки. 

Еще одной интересной особенностью данного мо-
дуля является то, что он позволяет рассматривать 
процесс распространения напряжений динамически 
во времени. Таким образом, нам доступна картина 
распространения напряжений в любом композит-
ном объеме в различные кванты времени. Разрабо-
танная методика позволяет моделировать процесс 
дистракционного остеогенеза в динамике с произ-
вольно заданным шагом по времени.

модуль расчета деформаций 
Далее был разработан модуль расчета деформа-

ций (смещений). На основе напряжений с помощью 
обобщенного закона Гука [24] в тензорной форме 
был получен тензор деформаций в каждой точке 
костной ткани. Это позволило прибегнуть к реше-
нию системы Коши (2) в тензорной форме для рас-
чета вектора деформаций.

uik=1/2(∂ui/∂xk+∂uk/∂xi)                                     (2)

Вектор деформаций был необходим как для пони-
мания состояния челюсти, так и для изменения ее ли-
нейных размеров после совершенной операции для 
дальнейшей дистракции. Система (2) решалась анало-
гичным с решением системы (1) методом. Итогом ра-
боты модуля является картинка деформированного под 
влиянием внешней силы тела произвольной формы.

Работа модуля расчета смещений была протести-
рована на том же кубике костной ткани 9 х 9 х 9 мм, 
на котором был посчитан тензор напряжений. Одна-
ко отметим, что для наглядности иллюстрации де-
формаций кубика была рассмотрена молодая, легко 
деформируемая кость (рис. 1г-е).

Как мы можем заметить, под влиянием внешнего 
давлением куб по направлению х подвергся сжатию, 
а по у и по z был выдавлен наружу.

обработка медицинских входных данных
Предоставленные КТ пациентов перед опера-

тивным вмешательством позволяли извлечь из них 
лишь информацию о плотности ткани по коэффици-
ентам Хаунсфилда (3) [25, 26].

                       (HU+1.4246)×0.001/1.0580,  если HU > -1ρ(г/см3) =
 {                                                 0, если HU ≤ -1          

(3)

Рис. 1. Стационарная картина механических напряжений на кубике костной ткани 
и результат обработки кубика модулем расчета деформаций: 

а – компонента σxx в разрезе вдоль оси z при z = 5; б – компонента σyy в разрезе вдоль оси z при z = 5; 
в – компонента σzz в разрезе вдоль оси z при z = 5; г – общий вид обработанного кубика; 

д – обработанный кубик в разрезе по оси y при y = 5; е – обработанный кубик в разрезе вдоль оси z при z = 5
Fig. 1. Steady-state distribution of mechanical stresses in a bone tissue cube and the output 

of the deformation calculation module: 
a – σxx component in a cross-section along the z-axis at z = 5; b – σyy component in a cross-section along the z-axis at z = 5; 

c – σzz component in a cross-section along the z-axis at z = 5; d – overall view of the processed cube; 
e – processed cube in a cross-section along the y -axis at y = 5; f – processed cube in a cross-section along the z -axis at z = 5

а/a б/b в/c

г/d д/e е/f
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В связи с этим возникала необходимость в обра-
ботке данных, в ходе которой были получены модули 
Юнга и коэффициенты Пуассона, соответствовавшие 
плотности в каждой точке исследуемого фрагмента че-
люсти. Они были рассчитаны в соответствии с линейно 
проинтерполированными значениями коэффициента 
Пуассона и модуля Юнга, соответствовавшего различ-
ным типам костной ткани человека. Для кортикальной 
кости плотность составила 1.8-2.0 (г/см3), модуль Юнга 
составил 10-20 Гпа, коэффициент Пуассона составил 
0.28-0.32, для губчатой кости плотность составила 
0.1-1.0 (г/см3), модуль Юнга – 0.1-2 ГПа, коэффици-
ент Пуассона составил 0.20-0.25, для дентина плот-
ность составила 2.1-2.3 (г/см3), модуль Юнга составил 
15-25 ГПа, коэффициент Пуассона составил 0.23-0.30, 
для зубной эмали плотность составила 2.9-3.0 (г/см3), 
модуль Юнга составил 70-100 ГПа, коэффициент Пуас-
сона составил 0.20-0.25.

В случае необходимости данные по константам из 
теории упругости можно изменить в соответствии с 
возрастом и физиологическими особенностями об-
следуемого пациента. В области разреза была смо-
делирована молодая костная ткань с малыми коэф-
фициентами Пуассона и модулем Юнга. Начальные 
условия были заданы с помощью программного мо-
дуля «кисточки», описанного в конце работы. 

Расчет напряжений на челюсти 
в процессе дистракции 
После проведения начальных экспериментов и 

подготовки входных данных выполнено моделиро-
вание поля механических напряжений, вызываемых 
наложенным дистракционным аппаратом на кость 
верхней челюсти пациента.

С использованием программного модуля расчета 
механических напряжений и входных данных о па-
циенте было проведено численное моделирование, 
приведшее к стационарной картине механических 
напряжений после процесса дистракции. На рисун-
ке 2 приведены компоненты тензора механических 
напряжений. После расчета механических напря-
жений более детально была изучена компонента σxx 
тензора напряжений в области хирургического раз-
реза, заполненного молодой костной тканью (x = -1). 
Были построены графики, описывающие зависи-
мость компоненты тензора σxx от координаты x при 
фиксированных координатах y,z (рис. 2).

области повышенного и пониженного давления
По мере изучения полученных картин механиче-

ских напряжений на челюсти были обнаружены сле-
дующие области повышенного (сжатие) и понижен-
ного (растяжение) давлений (рис. 3).

Рисунки приведены в логарифмическом масшта-
бе. На графиках области пониженного давления вы-
делены горячими цветами, а области повышенного 
давления – холодными в соответствии с классиче-
ской теорией упругости.

Как можно видеть, в области дистракции и в верх-
ней части неба наблюдается повышенное механиче-
ское напряжение сжатия. Однако в области разреза 
присутствует область пониженного давления (рас-
тяжения), выделенная на рис. 5б, что соответствует 
процессу дистракции челюсти. Особое внимание 
стоит уделить темной области, в которой происходит 
ключевое растяжение при дистракции.

Расчет деформаций в челюсти 
Наконец, с использованием данных о механических 

напряжениях в исследуемом объеме челюсти и про-
граммного модуля расчета смещений, выполнено чис-
ленное моделирование деформаций в костной ткани. 
При расчете деформаций в силу итерационного про-
цесса можем заметить постепенное нарастание нормы 
вектора деформации по мере проведения эксперимента.

Особую актуальность имеет изменение линейных 
размеров челюсти в области разреза. Для этого был 
разработан программный модуль, который рассчи-
тывал относительное удлинение между двумя точка-
ми в небольшом удалении влево и вправо от области 
разреза (x = -1). Так как дистракция происходит вдоль 
оси x, отдельное внимание мы уделяем относитель-
ному удлинению именно по этой координате (рис. 4).

Здесь мы можем явно заметить постепенное из-
менение картины от малых деформаций до дефор-
маций-растяжений в области разреза, сходящееся к 
слабо колеблющейся поверхности, вид которой сви-
детельствует о гладкой природе процесса растяже-
ния при приближении к стационарному решению. 

Учет роста костной ткани
Для описания процесса остеогенеза важным яв-

ляется учет вида костной ткани. Под воздействием 
высокого давления костная ткань подвергается ре-
дукции, а под воздействием растяжения, для умень-
шения механического напряжения, костная ткань 
начинает активное деление. Для описания этого 
процесса был написан программный модуль репли-
кации. Суть реализации этого программного модуля 
заключается в проверке значений векторов напря-
жения на каждом из вокселей и в последующем за-
ключении об удалении или создании вокселей. Если 
вектор напряжения направлен из вокселя и его нор-
ма превышает определенный порог, заданный на ос-
нове известных значений, создается новый воксель, 
если же вектор напряжения направлен внутрь воксе-
ля и его норма превышает определенный порог, так-
же заданный на основе известных значений, тогда 
этот воксель подлежит удалению.

При создании вокселя он помечался как новый 
и на нем задавались известные значения плотно-
сти (плотность новой костной ткани), модуль Юнга 
и коэффициент Пуассона. Данный этап описывает 
образование молодой, легко деформируемой кост-
ной ткани. В процессе происходит ремоделирование 
молодой костной ткани в зрелую, при этом костные 
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а/a б/b в/c

г/d д/e е/f

ж/j з/h и/i к/j

Рис. 2. Значение компонент тензора напряжений и зависимость компоненты тензора σxx от координаты x: 
а – значение компоненты тензора напряжений σxx при z = –732, шкала напряжений в Па; 

б – значение компоненты тензора напряжений σxx при z = –732, логарифмированная шкала 
для визуализации малых по модулю величин; 

в – значение компоненты тензора напряжений σyy при z = –732, шкала напряжений в Па; 
г – значение компоненты тензора напряжений σyy при z = -732, логарифмированная шкала 

для визуализации малых по модулю величин; 
д – значение компоненты тензора напряжений σzz при z = –732, шкала напряжений в Па; 

е – значение компоненты тензора напряжений σzz при z = –732, логарифмированная шкала 
для визуализации малых по модулю величин; 

ж – зависимость компоненты тензора σxx от координаты x при y = –200, z = –731; 
з – зависимость компоненты тензора σxx от координаты x при y = –201, z = –729; 
и – зависимость компоненты тензора σxx от координаты x при y = –200, z = –731; 
к – зависимость компоненты тензора σxx от координаты x при y = –200, z = –731

Fig. 2. Stress tensor components and the dependence of the σxx component on the x-coordinate: 
a – σxx component at z = –732, stress scale in Pa; 

b – σxx component at z = -732, logarithmic scale for visualizing values with small magnitudes; 
c – σyy component at z = –732, stress scale in Pa; 

d – σyy component at z = –732, logarithmic scale for visualizing values with small magnitudes; 
e – σzz component at z = –732, stress scale in Pa; 

f – σzz component at z = –732, logarithmic scale for visualizing values with small magnitudes; 
g – dependence of the σxx component on the x-coordinate at y = –200, z = –731; 
h –  dependence of the σxx component on the x-coordinate at y = –201, z = –729; 
i – dependence of the σxx component on the x-coordinate at y = –200, z = –731; 
j – dependence of the σxx component on the x-coordinate at y = –200, z = –731

структуры меняют свои физические качества, на-
пример, становятся более плотными и менее под-
верженными деформациям. 

Стоит отметить, что учитывается замена значений 
плотности, модуля Юнга, коэффициента Пуассона у 

новых, появившихся на предыдущих этапах воксе-
лей, на среднее значение этих величин по соседям 
вокселя, что симулирует процесс старения ткани. По 
завершении данного этапа получается окончатель-
ная смоделированная картина челюсти.
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Визуализация данных 
и модуль задания начальных данных 
Для визуализации каждого из этапов моделиро-

вания дистракции челюсти был создан специальный 
модуль. Для каждой точки, содержащейся в рассма-
триваемом теле, строится сфера с центром в соот-

ветствующей координате. Цвет сферы определяется 
значением выбранной для визуализации величины: 
плотность; компонента тензора напряжений σxx, σyy, 
σzz, σxy, σxz, σyz. Размеры сферы задаются пользова-
телем на специальном слайдере. Тело можно рас-
смотреть в разрезе по любой координате при про-

Рис. 3. Области повышенного (a) и пониженного (б) давления
Fig. 3. Regions of elevated (a) and reduced (b) pressure

а/a б/b

а/a б/b в/c г/d

д/e е/f ж/j з/h

и/i к/j л/k м/l

Рис. 4. Распространение нормы вектора деформации при z = –732 на а) 10; б) 20; в) 30; г) 40 итерации расчета, 
распространение нормы вектора деформации при x = –1 (вид на область разреза сбоку) 

на д) 10; е) 20; ж) 30; з) 40 итерации расчета, 
а также относительное удлинение линейных размеров в области разреза на и) 10; к) 20; л) 30; м) 40 итерации расчета
Fig. 4. Distribution of the deformation vector norm at z = –732 at a) 10th; b) 20th; c) 30th; d) 40th iteration of the calculation, 

distribution of the deformation vector norm at x = –1 (side view of the cross-section) 
at e) 10th; f) 20th; g) 30th; h) 40th iteration of the calculation, 

relative elongation of linear dimensions in the cross-section area at i) 10th; j) 20th; k) 30th; l) 40th iteration of the calculation
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а/a б/b

Рис. 5. Визуализация данных: а – пример визуализации, файл с данными о челюсти, компонента цвета – плотность; 
б – пример выбора точек с разными значениями давления на кубике

Fig. 5. Data visualization: a – visualization example using a jaw data file, color component represents density; 
b – example of selecting points with different pressure values on the cube

извольном значении. Для наблюдения изменений в 
динамике пользователь на специальном слайдере 
может выбрать нужный файл для визуализации.

Для выбора точек приложения начального внеш-
него давления и его величины был разработан мо-
дуль задания начальных данных. На экран выводит-
ся исследуемое тело, пользователь вводит значение 
давления в каждом из трех пространственных на-
правлений, затем выбирает точку. Выделенная точка 
имеет контрастный окрас и при наведении на нее 
курсора выводит информацию о введенных значе-
ниях (рис. 5).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В результате работы создана вычислительно устой-
чивая в широком диапазоне реальных начальных дан-
ных физико-математическая деформационная модель 
дистракционного остеогенеза для изучения биомеха-
ники расширения верхней челюсти при применяемой 
методике лечения пациентов с трансверзальными зу-
бочелюстными аномалиями. Метод успешно приме-
нен для совершенствования лечения трансверзальных 
зубочелюстных аномалий в детском возрасте с приме-
нением метода дистракционного остеогенеза.
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